WECHSELWIRKUNGS-KRAFTKONSTANTEN FUR EIGENWERTPROBLEME 2055

Zur analytischen Vorzeichenbestimmung und Bereichsabschitzung
von Wechselwirkungskraftkonstanten fiir Eigenwertprobleme der Ordnung n=3

Beispiel: Molekiiltyp XYZ mit C,-Symmetrie
A.Fapint *

Lehrstuhl I der Technischen Mechanik der Technischen Hochschule Stuttgart

(Z. Naturforschg. 21 a, 2055—2057 [1966] ; eingegangen am 5. September 1966)

Aus der Grenzwertformel F (1) =1-G—1! werden fiir die Ordnung n=3 die Vorzeichen und Zah-
lenwerte der WechselwirkungsgroBen f;5(1), f;3(4) und f,3(A) nach Formeln allgemein berechnet.
Dieses Modell wird zur Vorzeichen- und Bereichsabschdtzung der Wechselwirkungskraftkonstanten
von hinreichend stark frequenzgekoppelten Molekiilen des Typs XYZ mit Cs-Symmetrie verwandt.
Fiir diesen Molekiiltyp XYZ mit Cs-Symmetrie lassen sich fiir Valenzwinkel a mit 90° < a < 180°
vollstindig analytische Vorzeichenregeln aufstellen, die keine zusitzlichen numerischen Auswertun-
gen erfordern. Zur Veranschaulichung dieser Vorzeichenregeln und Bereichsabschitzungen dienen

die Molekiile HOCI, DOCI und NOF als Zahlenbeispiele.

Allgemeine Vorzeichenregeln
und Bereichsabschatzungen fiir n =3

Fiir Probleme der Ordnung n=3 ldft sich die
Grenzwertformel !

F(1) =4 Gt (1)

noch iibersichtlich anschreiben. Dabei ist 4 der
Eigenwert, G™! die Matrix der kinetischen Energie
und F(/) die zu einer Losung zusammengeschrumpfte
Losungsmannigfaltigkeit der durch die Sakularglei-
chung definierten Kraftkonstantenmatrix F. Da bei
der praktischen Kraftkonstantenrechnung im allge-

822 833 8a3”
F(1) =1det 1 G| — (812 833813 823)
812 823 813 822

Aus Gl. (4) entnehmen wir fiir die Wechselwirkungs-
groflen

f12(2) =2 det™ G (g3 823 — &12 833) » (5)
f13(A) =24 det™ G (gy2 823 — &13 &22) » (6)
fo3(4) =2 det™ G (g12 813 — &11 &23) - (7)

Da 4 als Eigenwert stets positiv ist und det G
wegen (3) stets groBer Null ist, ergeben sich fiir
die Wechselwirkungsgrofen f15(4), f13(4) und fo5(2)

die Vorzeichenregeln
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meinen die inverse Matrix G der kinetischen Ener-
gie gegeben ist, muf} die zu
811 812 813
G=|812 82 8 (2)
813 823 833
inverse Matrix G™! nach den Regeln der Matrizen-

rechnung 2 aufgestellt werden. Die hierfiir notwen-
dige Voraussetzung

det G>0 (3)
ist wegen der positiven Definitheit der Matrix G als

inverse Matrix der kinetischen Energie erfiillt3 4.
Wir erhalten

— (811 823812 813)
811 820—812°

i 812 823813 822 )
811 833 813 .

(4)

sign f15(4) =sign (g3 823 — &12 &33) » (8)
sign fi3(4) =sign(gys 823 — 813 822) » 9)

sign fo3(4) =sign (g2 813 — 811 823) - (10
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2056 A. FADINI

Bereichsabschitzung und Vorzeichenregeln fiir den Molekiiltyp XYZ mit C.-Symmetrie
Nach WiLson 7 lautet die Matrix G fiir den Mole kiiltyp XYZ mit der Symmetrie C,

<5, o3
Hx + Uy My cos a —MHypryzsSina
o
G- My cosa My + Mz —Myrxrsina (11)
& s MUx | Mz —2 _, 2cosa
—uy Tz sina —uyrxysina 4 -+ up(ryy +ryz—
xy Tyz rxrTrz

(Dabei sind wy, uy und uz die reziproken Massen
der Atome X, Y und Z, rxy und ryz; die Gleich-
gewichtsabstdnde zwischen den Atomen X und Y
bzw. Y und Z, und «a ist der Valenzwinkel zwischen

XYZ.)
Die Wechselwirkungsgroflen erhalten wir aus den
Gln. (11), (2), (5), (6) und (7) zu
fi2(A) =2 det ' G{ (1 +cos®a) u¥ryyryz  (12)
—uycosaluxr¥y +uzrvi +puy(rx¥ +ryz) 1},
f13(2) =7 det 1 G py sin a[ry7 (uy + uz)
—pyryycosal,
fog(2) =4 det ' G{[ (ux+ py) rxy
—uyryz cosal uysina}. (14)
Daraus ergeben sich nach den Gln. (8), (9) und

(10) und wegen uy >0 sofort die allgemeinen Vor-
zeichenregeln

(13)

sign fi5 (1) =sign{ (1 + cos®a) uy rxy vz (15)
—cosalpuxrxi +uzryi +puy(rx¥ +ry7)1},

sign f5(4) = sign{ [ryz (uy + tz)

— Wy rxy cos a] sin a}, (16)
sign fog(4) = sign{sin a[ (ux + uy) rxy
— Uy cosczrle]} . (17)

Vorzeichenregeln fiir XYZ mit C,-Symmetrie
fiir Valenzwinkel o > 90°

Fiir einen Valenzwinkel a mit
90° < a<180° 7 (18)
folgen aus den Gln. (15), (16) und (17) die drei

einfachen Vorzeichenregeln

f12(2) >0, f13(2) >0, fo(1)>0. (19,20, 21)

7 E. B. Wison, J. C. Decrus u. P. C. Cross, Molecular Vibra-
tions, Verlag McGraw-Hill, New York 1955, S. 63.

“a Im Falle =180° gehort XYZ zur Symmetriegruppe C v .
Hierfiir ist fi3=/,3=0. Aus Gl. (15) folgt die Vorzeichen-
regel f1,(1)> 016,

8 Fiir den Valenzwinkel a mit 0° < a < 90° miiten die Vor-
zeichenregeln (15), (16) und (17) numerisch ausgewertet
werden.

Fir diesen Fall der Valenzwinkel konnen also
die Vorzeichen aller 3 Wechselwirkungsgrofen voll-
standig analytisch, d. h. ohne zusitzliche numerische
Auswertung der Formeln, bestimmt werden. Diese
Tatsache ist fir die praktische Kraftkonstantenrech-
nung ein giinstiger Umstand 8, da die Valenzwinkel
der bekannten Molekiile des Typs XYZ mit Cs-Sym-
metrie die Bedingung (18) erfiillen?. Verwenden
wir hiermit die Gln. (19), (20) und (21) als Mo-
dell fiir die Vorzeichenbestimmung der Wechselwir-
kungskraftkonstanten realer Molekiile, so erwarten
wir bei hinreichend starken Frequenzkopplungen ®
lauter positive Wechselwirkungskraftkonstanten.

Beispiele zu den Vorzeichenregeln fiir « > 90°

Als Beispiele zur praktischen Veranschaulichung
der Vorzeichenregeln (19), (20) und (21) fiir Mo-
lekiiltypen XYZ mit Valenzwinkeln groBer als 90°
wihlen wir die 3 Molekiile HOCI, DOCI und ONF
aus. Fir die Molekiile HOCI und DOCI sind aus Iso-
topenmessungen die Wechselwirkungskraftkonstan-
ten focy. bekannt!?. Fiir das Molekiil ONF liegen
Berechnungen fir siamtliche Wechselwirkungskraft-
konstanten ! nach dem Kopplungsstufenverfahren
(s. Anm. 1>13) vor. Die in Tab. 1 eingetragenen
Zahlenwerte zeigen eine schone Ubereinstimmung
mit den Vorzeichenregeln (19) bis (21).

Es sei weiterhin vermerkt, daf} auch fir die weite-
ren Molekiile O!¥NCl, O'’NCI, ONBr und NSF
samtliche, nach dem Kopplungsstufenverfahren be-
rechneten Wechselwirkungskraftkonstanten positiv
sind 11, obwohl hier bereits recht schwache Kopp-
lungen vorliegen.

9 Siehe z. B. H. SieBert, Anwendungen der Schwingungs-
spektroskopie in der Anorganischen Chemie, Springer-Ver-
lag, Berlin 1966, S. 52. (Vergleichsweise siehe auch S. 50
fiir XY,-Molekiiltypen!)

10 K.Hepserc u. R.M.Bapcer, J. Chem. Phys. 19, 508 [1951].

11 W. Sawopxy, A. Fapixt u. K. Bareiy, Spectrochim. Acta
21,995 [1965].

12 A. Fapini, Z. Angew. Math. Mech. 44, 506 [1964].
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WECHSELWIRKUNGS-KRAFTKONSTANTEN FUR EIGENWERTPROBLEME

Wechselwirkungs- | o
kraftkonstanten ; Molekiil XYZ

fix fiir i=k | HOCI DOCl ONF
fie=1xY/IYZ | 0,12
fis=IXYIaTXY | 0,22
fos=1fvzla TYZ 0,51 i 0,51 0,41

Tab. 1. Die bekannten Wechselwirkungskraftkonstanten der
Molekiile HOCI, DOC1 1%, 14 und ONF 1! in mdyn/A.

Losungsbereiche der Wechselwirkungskraft-
konstanten fiir HOCI

Da fiir das Molekiil ONF die Losungsbereiche der
Wechselwirkungskraftkonstanten bereits angegeben
worden sind ®, beschrinken wir uns auf das Molekiil
HOCI.

Wegen der schwachen Kopplungen verwenden wir
zur Berechnung der WechselwirkungsgroBe fix(4)
mit ik fiir den Eigenwert 4 stets den groferen
der beiden experimentellen Eigenwerte 4; bzw. ;5.
Da weiterhin die G-Matrix unter Zugrundelegung
der in 1% angegebenen Ausgangsdaten numerisch
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vorgelegen ist, sind die Bereiche aus den Gln. (5),
(6) und (7) berechnet worden. Als Ergebnisse er-

halten wir:

0< fi2=frooc1<2,2 mdyn/A, (22)
0< fi3=fuo/aTHO < 0,32 mdyn/A,  (23)
0< f23=focvaToc1 <0,53 mdyn/A.  (24)

Der Literaturwert fiir fo3 = 0,51 mdyn/A liegt an der
oberen Grenze des Abschitzungsintervalles.

Weitere Anwendungen

Fiir die Eigenwertprobleme der Ordnung n =3 der
Molekiile der Typen und Symmetrien XY,Z(Cygy,),
XY5(Dsy), XY5(Cyy), XY3Z(Csy) und anderer mehr
kénnen in entsprechender Weise Vorzeichenregeln
und Formeln zur Bereichsabschdtzung aufgestellt
werden.

Den Herren Prof. J. Gouseau, Prof. A. SLisar, Prof.
H. J. Becrer und Prof. O. GLemser mochte ich herzlich

fiir ihr Interesse und ihre Unterstiitzung danken.

14 Die angegebenen Kraftkonstanten f,4 fiir HOCI sind nach 1° aus 2 Datensitzen gemittelt.



